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1 Présentation du modele

1.1 Description générale du modele

Le modele linéaire général, appelé aussi modele de régression multiple, se présente sous la forme
suivante
Yt:50+51x§1)+ﬁ2m§2)+...+6pa:§p)+Ut,t: 1,2, ,my .

Dans cette étude, on disposera des observations jusqu’au temps n, s’exprimant par le systeme
d’équations linéaires suivant :

/

Vi = Bo+ B2 + B+ 482" 1 Uy

Vi = BotBia) + Bor” + o+ By + Uy

Yo = Bo+ Brat) + Boal) + -+ 5p337(1p) +Un

Sous forme matricielle ce systéme se réécrit comme suit :
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e
soit
Y=zx0+U
Les vecteurs (0, 2@ ...  2(®) geront appelés régresseurs et U le bruit. En particulier le vecteur z(©)

constitué uniquement de 1, noté aussi 1, est appelé régresseur constant.

1.2 Modeéles linéarisables



Modele initial Modele “linéarisé”

Modele log-linéaire log(Y;) = By + B4 log(xgl)) +... 48, log(zgp)) + Uy
8 8 8,

Yi =k (x§1)> ' (azg)) S <:U£p)> i avec By = log(k) et Uy = log(n;)

Modele logarithmique Y, =B+ 5 log(xil)) +... 48, log(xgp)) + Uy

(déja linéarisé)

Modele exponentiel log(Y;) = By + legl) +...+ Bpa:gp) + U

Y, = mexp(ﬁlxgl)) exp(52x§2)) . .exp(ﬁpxgp))nt avec [y = log(k) et Uy = log(n;)

Modele polynoémial Y, =06y + ,legl) + ...+ Bpxgp) + U

Y; = By + Brxt + Box? + ...+ B + Uy avec xgl) = $t,$§2) = xf,...,xip) = af

1.3 Hypotheses sur le modele

Nous serons amenés a faire quelques hypotheses sur le modele dites hypothéses classiques. 11
convient dans une premiere lecture de ce document de prendre conscience que tout modeéle nécessite
des hypotheses particulieres sans pour autant les comprendre et leur préter beaucoup d’attention :
(C1) : Y et x sont observés sans erreur.

(Homoscédasticité) Pour tout n > 0, pugs = E ((Ul, e ,Un)T) =0
et X7 Yy ((Ul, e ,Un)T> = 021, avec 02 < +o00.

(Bruit gaussien)

(C2-1)
(C2) :

(C2-2) T .
Pour tout n > 0, (Uy,---,U,) est un vecteur gaussien.

(Linéaire indépendance des z0) j=1,---p)
(C3-1) . o
(C3) : La matrice (@T g) est inversible.
L (C3-2) Lorsque n tend vers + oo, %@T x tend vers une matrice inversible.
L’hypothese (C2-2) exprime entre autres choses que les Uy, ..., U, sont des variables aléatoires
centrées, mutuellement indépendantes, toutes de loi Normale N(0,c). Ainsi, le parametre o2 quan-

tifie & lui seul le niveau de bruit. Cette hypothese (C2-2) constitue un cadre d’étude classique mais
parfois restrictif; il sera possible de s’en abstenir lorsque la taille d’échantillon est suffisamment grande.

2 Estimateurs MCO

L’estimateur des moindres carrés 3 est la solution en 3 qui minimise le critere MCO (consistant
en suivant I'exemple de cours a minimiser la somme des carrés des distances verticales) suivant :

n

Y —z8|]* = Z (Yt - (50 +515U§1) +52$£2) +---+ﬁpx§p)))2

t=1

La solution a un tel probleme peut étre obtenue de maniere géométrique.



B B(Y|z) ™ (2Fz) Y = HY—zBH?:rrgnHY—ﬁH?

Cas particulier d’un seul régresseur (p = 1) : le vecteur des estimateurs prend la forme explicite

suivante
= Not. coo(Y,zM) & o o > T
B =5Y|zg)=——— " et By = Bo(Y|z) =Y — p1zlV),
var(z™)
1 & _ — 1 2
W)y ==>"(vi - 1) _2M) = ﬂ>:f§:<”_<n
avec, cov(Y,x') - (V;-Y) (:ct x ) et var(x'") - <a:t x > .

t=1 t=1
Vecteur des valeurs ajustées et vecteur des résidus

i}:m @2230+B1$§1)+B2$£2)+—}—BpSng) 7t:1525”' , 1,

U=Y-Y

2.1 Estimateur sans biais

Cette propriété exprime que la moyenne des différentes estimations M.C.O. possibles du vecteur des
parametres de régression correspond au vecteur lui-méme.

E(B-8)=0 « E(B)=8

2.2 Estimateur convergent en moyenne quadratique

Puisque P'estimateur B est sans biais, ceci se traduit plus simplement en disant que la variance des
estimateurs tend vers 0 lorsque n — +o00. Cela provient d’une part du fait que la matrice de covariances

\4 (B) de ,@ s’exprime par

2 v(3) 2 B((3-0)(3-0) ) = a)”

et d’autre part de ’hypothese (C3-2). Le i®me élément diagonal de la matrice Z,B correspond a la

variance du i€ estimateur f3; et sera noté | o2

Bi

o} =Var(3,(Y|z) = o*(@"z); ]

En revanche, il est beaucoup moins connu que :

— g
a%/ =Var(B;(Y|z)) = ne? X VIF;

i




ou 3? est la variance empirique du j¢"¢ régresseur et :

1

2

VIF; =

est le VIF (Variance Inflation Factor) du j*™¢ défini & partir de R? correspondant donc a la part de
variance expliquée du j¢™¢ par les autres regresseurs du modele.

3 Estimation des variances du bruit et des estimateurs M.C.O.

n—p—1

n
7Y e) = g D U
t=1

De cet estimateur on déduit un estimateur de la matrice X~ de covariances des 3

B

5 e EB(Y@) LYz ()

Le ™€ élément diagonal de la matrice ¥ 5 correspond a la variance estimée du “*° estimateur [3; et

¢
~2

sera noté | o 3 (et voila défini 'estimateur du niveau de précision des estimateurs mis en jeu).
7




4 Analyse de la variance et coefficient de détermination multiple

FIGURE 1- Espace de représentation des variables : il y a correspondance entre les vecteurs OA et Y,
OB et Y, OC et Y. De plus, comme nous nous sommes placés dans le cadre d’une régression multiple
a p = 2 régresseurs, les vecteurs OXO, 0X1 et OX, correspondent respectivement aux régresseurs
2 = 1 (constant), M et (2. Notons que tout vecteur OZ (non représenté dans la figure) vivant
dans le méme plan que les vecteurs OXQ, oX 1 et OXg s’écrit comme une combinaison linéaire de ces
vecteurs (correspondant alors a vx(?) 4,20 +-4,2(?)). Le vecteur OB étant le vecteur le plus proche
dans ce plan du vecteur O_;4, cette figure nous permet donc de comprendre la méthode géométrique
conduisant a ’obtention des estimations des parametres de régression qui ne sont que les coefficients
de la combinaison linéaire associée a ce vecteur. En fait, pour faire cette figure avec un logiciel 3D,
il suffit de mettre une lumiere & I'extrémité du vecteur OA dont son ombre sur le plan représente le
vecteur OB.

Il découle d’une propriété géométrique de l'estimateur MCO 1’équation suivante (appelée équation
de lanalyse de la variance) :

Iy -Y|*=|ly - Y||2+||Y Y|?

~—

IIUII2 1Y -Y)32

Ceci s’exprime littéralement en divisant tous les termes par n : “variance totale est égale a la somme
des variance résiduelle et variance expliquée”. Les données seront d’autant mieux ajustées que la norme
Hﬁ |> mesurant la dispersion des erreurs est faible. Ceci permet alors d’introduire un indicateur de la
qualité d’ajustement appelé coefficient de détermination multiple :

PN Lo I | ;
R? =cos*(ABC) = —— > =1— W = corr*(Y,Y)




5 Comparaison des cadres gaussien et asymptotique

Nous pouvons rassembler I’ensemble des résultats des deux sections précédentes dans le tableau

suivant :

Cadre gaussien

Cadre Asymptotique

Parametre [,

Mesure d’écart standardisée

A~

50, (V) ™

pi(Y

o~

U

z) —

Y]w)

Comportement aléatoire

Ag 5 (Yx)~ St(n—p

3.5, -1

A, (Y]z) "N, 1)

Parameétre (g

é ]- T ~— 3
Mesure d’écart standardisée AB\ 3 (Viz) = = <,6'Q Y|z)— ,BQ) EBI(Y@) <BQ(Y@) — ,BQ)
Qg Q
Comportement aléatoire A (Yz)~ .7: (gn—p—1) | A o (Y]|z) " ¢ x x%(q)
Bo.Bo BaBqg
Paramétre o>
=2
é Y 6 o2 2
Mesure d’écart standardisée A;E’UQ Yie)Z (n—p—1) U(Uzaj) ;5,02( ) = 00(25;1)/;)

Comportement aléatoire

As L(Y|z)~x*(n—p—1)

A L (Y]z) R N(0,1)

Remarque :

lorsque le parametre d’intérét est 6

hypothése supplémentaire que nous noterons (C2-2%) :

(C2-2*) Pour toutt =1,...

= o2, le précédent résultat a besoin d’une petite

,n, B (U{l) < 400, i.e. que les Uy possédent un moment d’ordre 4 fini.

Cette hypothese peut sembler plus technique mais croyez les auteurs elle n’est que tres peu restrictive

et vous n’auriez vraiment pas de chance si celle-ci n’était pas vérifiée.




6 Test d’hypotheéses d’un parametre de régression

Test d’hypotheéses sur 3,

: B> A7 (cas (a))
Hypo’z?:tses de Ho: 3, = Y contre Hy : { B, < Y (cas (b))
Bi # ﬁ? (cas (c))

Statistique de
test sous Hj

661-,;3?(}/‘@)

D&f. Bz(Y@) - 5? {

55, (Y [z)

~St(n—p-—1)

approzx.

~ " St(n—p-1)

sous ’hypothese (C2-2)

si n est grand

Reégle de décision

ﬂi,ﬁg(y|§) > 5l—"i_m,a

Rejet de Hy si gﬁiﬁ

z) <4y

lim,a

o(y|z) | > 3y

lim,a/2

oy

(cas (a))
(cas (b))
(cas ()

p-valeur =

]P)ﬂi:BZQ
]P):Bi:B(i)

661-,,6?(Y|£) > 5ﬁi,39(y|2)
56¢,B9(Y|£) < 5@,5?(?4’@)
Py g0 (105 oY 12) | > I3, lwlz) ) (cas (c))

(cas (a))
(cas (b))

<«

L os— +
ou 5li’m,a et o

lim.o. Sont les quantiles d’ordre o et 1 — a de la loi de la statistique de test sous Hy.

Rappelons qu’en théorie (cf section 5), si on ne suppose pas 'hypothese (C2-2) et si n est grand la
mesure d’écart standardisée de test suit approximativement une N (0, 1) équivalent & une St(n—p—1)

(lorsque n est grand).

Soulignons que dans le cas (c) et 37 = 0, c’est un test de significativité locale du i®™ régresseur.




Test d’hypothéses sur le parametre de nuisance

02 > o2 (cas (a)
Hypothéses de 0 )

L2 2 ) 2 2
test Hj:0° =0§ contre H; : ¢ 0° <o§ (cas (b))

02 # 0% (cas (c))

~2
Y
(n—p-— 1)L2@)fv>x2(n—p— 1) sous (C2-2)
Statistique de 2 , 70
Y = Y|z — )
test sous Hj 002.4Y |z) ? (/\@) 00 argrov N(0,1) si n est grand et sous (C2-2%)
"i]z(Y@)
n
5, 2 Aylz) > (5l+1m . (cas (a))
Rejet de Hy si 5 o2..2YlE) <04, (cas (b))
s o2, z(y\sc) < Opimayn O 502’03(3;@) > (5;;%7&/2 (cas (c))
ou si
Regle de décision i n )
& Py2_y2 (0,2,2Y[2) > 0,2 2(ylz) (cas (a))
P2 (502Y 2(Y|$) <9, 2, 2( |$) (cas (b))
p-valeur = 0 <«

9 min (PUQ_(, (5 2 o(Yz) < 3,2 2(y|:1:)>
Poesz (O.2,(Y12) > 3.2 z<y|m>)) (cas (c))

et 67 sont les quantiles d’ordre o et 1 — o de la loi de la statistique de test sous Hy.

ou 5l’lm7a lim7a

7 Intervalles de confiance

e Parametre de régression :

1= a =P (Buus(Y]2) < B < Biuup(Y]2))

avec
et
ol (5?;m g est le quantile d’ordre 1 — % d’une loi de St(n — p — 1) sous 'hypothese (C2-2) et une

loi N(O, 1) si n est grand.

e Parameétre de nuisance :

l—a= IED( 1nf(Y|w> < 0- < O-sup(Ylg))

les bornes étant définies




e sous I’hypothese (C2-2) par :

n—p—1
TV |z) =0°(Y]z) x L
lim, %
et
n—p—1
sup(Y|x> =0 (Y’il!) Tt
lim,a/2
ol 5lzm 3 et (5llm 3 sont les quantiles d’ordre § et 1 — & d’une loi du x 2(n—p—1).

e sin est grand et sous ’hypothese (C2-2%*) par :

2 L (Ye)
52a(Ylz) = 5% (Y|z) — b, 4 X %
et
2 (Y |z)
. U2(
sup(Y|w) - (Y’:B) + 5lzm g T

ol 8 . est le quantile d’ordre 1 — ¢ d’une loi du N(0, 1).

lim,$§

8 Prévision

Envisageons maintenant la prévision de la valeur de Y; pour un instant 7 (pour lequel y, est) non
observé, en supposant connu le vecteur . des valeurs des p régresseurs a cet instant 7. La prévision

se fait naturellement & partir du modele ajusté :

V.Y (Y| z,) E 2. TB(Y )

On peut alors considérer 'erreur de prédiction

ij = Y: — ?T(Ylgv wT)

d’espérance nulle et de variance

o Nét’V(AT> <1+:1:T (@)™ 7')

naturellement estimée par

5% (Yigo) 2 3(Y]2) (1+ 2 ('2) " )

On peut également montrer que :

D, Y —Ya(Y|ziz,) [ ~ Stn—p—1) sous I’hypothese (C2-2)
AYT7?‘I‘ - AYT,YT (Y’x wT) - O ( ‘w T ) approx. .
op. T ~ " St(n—p—1) sinestgrand




Ce résultat permet de construire un intervalle de prévision [YTyinf(Y‘Q; ), Y qup(Y|z; wT)} de

Y, au niveau 1 — «. En effet,

l-—a=P (?T,inf(Y‘Q; xT) <Y: < ?T,sup(Y‘QQ xT))

avec
Yot (Yzia) = Vo (Yzi@,) - 5, o x 55 (V]z; @)
et
Yeswp(Ylzia:) =V (Ylzi2:) + 6y, o % 75, (Vzi2,)

ou 5f;m7% est le quantile d’ordre (1—¢) de la loi de probabilités de AYT,?T‘ Bien que tres ressemblant
a un intervalle de confiance, I'intervalle de prévision est fondamentalement différent puisqu’il cherche
un encadrement d’une variable aléatoire (en l'occurrence Y;) et non pas un parametre réel. Comme
vous en avez 1’habitude, nous illustrons cette notion avec I’exemple de cours.
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